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Análisis de la discusión UHopital-Bernoulli 
Mónica Blanco Abellán * 
La falta de tratados elementales sobre cálculo diferencial impulsó a L'Hopital a publicar en 
1696 el Analyse des infiniment petits, el primer tratado sistemático sobre esta materia. 
Este tratado está basado en las lecciones que L'Hopital recibió de Johann Bernoulli entre 
1691 y 1692 Y que se publican en 1922 bajo el título de Lectiones de calculo differentialium. 
A pesar de la controversia generada entorno a las fuentes del Analyse, ambos textos no son 
idénticos. Se ha analizado y comparado la manera en que ambos autores exponían las defi-
niciones y axiomas fundamentales del cálculo y calculaban la tangente a una curva, sus 
extremos y sus puntos de inflexión. Las principales diferencias que se han constatado entre 
ambos textos han sido en relación a (1) la didáctica, (2) el enfoque de los problemas, (3) la 
elección de coordenadas, (4) el tratamiento de las curvas algebraicas y transcendentes y 
(5) la notación utilizada. 
The lack of elementary treatises about calculus drove L'Hópital to publish the Analyse des 
infiniment petits in 1696, the {irst systematical treatise on this subject. lt is based on the 
lessons offered to L'Hópital by Johann Bernoulli between 1691 and 1692, published in 1922 
as the Lectiones de calculo ditl'erentialium. Despite the controversy around the sources of 
the Analyse, both texts are not exactly the same. Both texts have been analysed and compa-
red according to how each author presented the basic definitions and axioms of the calculus 
and calculated the tangent of a curve, its maxima, minima and inflexions. The main diffe-
rences which have been assessed between both texts are related to (1) didactics, (2) layout of 
problems, (3) choice of coordinates, (4) treatment of algebraical and transcendental curves and 
(5) notation. 
1. Introducción 
Gottfried W. Leibniz (1646-1716) representa el nacimiento oficial del cálculo. Sin embargo, no publicó trabajos sobre la nueva materia. 
Muchos de sus descubrimientos los conocemos a través de cartas que 
enviaba a otros matemáticos y gracias a pequeños artículos en Acta 
Eruditorum. En esta revista publicó en 1684 «Nova methodus pro maxi-
mis & minimis, ... », la primera publicación oficial sobre cálculo, donde 
definía las diferencias y las reglas de diferenciación de las operaciones ele-
mentales y las aplicaba a problemas de tangentes y puntos críticos. Este 
texto es corto, 'mal impreso y difícil de entender. Entre 1669 y 1676 Isaac 
Newton (1643-1727) escribió tratados de fluxiones, no publicados hasta 
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1704. Hallamos la base del método en los Principia (1687), muchos años 
después de descubrir su cálculo. Pero también es un texto corto y críptico. 
John Craig (1663-1731) publicó dos trabajos (1685,1693) basados en el 
cálculo leibniziano. No sirven como introducción a la materia, dada su difi-
cultad a causa del lenguaje geométrico en que están escritos. 
Guillaume Fran~ois Antoine de L'HopitaJ1 (1661-1704), Marqués de 
Sainte-Mesme, Conde de Entremont, Señor de Ouques, ... enseguida 
fue atraído por el nuevo cálculo de Leibniz, aunque no se vio capaz de 
estudiarlo solo. Así que, cuando el matemático y físico suizo Johann 
Bernoulli (1667-1748) visita París en 1691, el marqués le invita prime-
ro a su casa y luego a su propiedad de Ouques. Durante algunos meses, 
entre 1691 y 1692, Bernoulli enseñará la nueva materia al marqués. 
Cuando Bernoulli abandona París las lecciones continúan por correo. A 
partir de este momento L'Hopital entra a formar parte de la élite mate-
mática y se convierte en un gran exponente del cálculo en Francia, no sólo 
por sus trabajos científicos sino también por el contacto que mantiene con 
Leibniz, Bemoulli y Huygens. Será miembro de la Académie des Sciences 
desde 1690 hasta su muerte. 
Debido a la falta de tratados elementales, L'Hopital expresa a Bemoulli 
en una carta (1695) la intención de publicar un texto sobre secciones 
cónicas para más tarde añadirle un pequeño tratado sobre cálculo dife-
rencial. Quiere que sea la introducción de De scientia infiniti, tratado 
sobre el cálculo integral que Leibniz pensaba escribir.2 El Traité des sec-
tions coniques de L'Hopital no se publicará hasta 1707, tres años des-
pués de la muerte del autor. En cambio, en 1696 se publica su tratado 
sobre cálculo diferencial, el Analyse des infiniment petits pour l'intelligence 
des lignes courbes, que estará de moda durante el siglo XVIII. Aunque 
L'Hopital no discute la naturaleza del cálculo, da un gran impulso a la 
nueva materia, popularizándola tanto mediante su influencia en el 
Journal des savants como a través de las diversas ediciones de su libro. 
En París se volvió a editar los años 1715, 1716, 1720, 1758 Y 1781. 
También hay una edición hecha en Avignon en 1768. Stone tradujo el 
Analyse al inglés (1730). Por respeto a Newton reescribió el original en 
términos fiuxionales, le añadió nuevo material y, además, lo completó 
con un apéndice sobre cálculo integral, que fue traducido al francés y 
publicado en 1735. Estos hechos, junto con la traducción francesa de 
Buffon del Methodus fluxionum de Newton, demuestran que había un 
cierto acercamiento entre Gran Bretaña y el Continente. El Analyse 
1 Podemos encontrar su nombre escrito L'Hospital. La familia también 10 escribía Lhospital 
y, más tarde, L'Hópital. Esta última forma será la que utilizaré. 
2 Como Leibniz no se decidía a hacerlo, el Marqués de L'Hópital sugirió a Johann Bernoulli 
que publicara un texto sobre cálculo integral. Este no apareció hasta el 1742, incluido den-
tro de su Opera Omnia, II. 
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también fue traducido al latín en Viena (1764, 1790). Jean Pierre Crousaz 
(en 1720) y Pierre Varignon (en 1725) publicaron sendos comentarios 
sobre el mismo. La publicación del Analyse desencadena el debate Rolle-
Varignon en el seno de la Académie des Sciences de París. 
L'Hopital envía una copia del Analyse a Johann en 1697, el cual agradece 
que, en el prefacio, se reconozcan sus aportaciones y promete devolver el 
cumplido en su próxima publicación. Bernoulli alaba la distribución sóli-
da de las proposiciones y la exposición inteligible del Analyse. Sin embar-
go, en 1698 Bernoulli escribe a Leibniz quejándose de que el marqués 
ha plagiado sus lecciones de cálculo. Después de la muerte de L'Hopital, 
Johann también escribe a Brook Taylor, lamentándose de este hecho. 
Entonces hace público que la regla que aparece en el artículo 163, sección 
IX, del Analyse (conocida a partir de ese momento como «regla de 
L'Hopital») en realidad la ha descubierto él. De hecho, L'Hopital nunca 
afirmó que la regla fuese suya. Pero cuando Saurin adjudicó la autoría a 
Leibniz, Johann la reclamó como propia. 
Aquí empieza la controversia. Durante mucho tiempo se tuvieron dudas 
sobre quién era el autor del libro. L'Hopital, en el prefacio, deja abierta 
la puerta a las reivindicaciones que quieran hacer Leibniz y Bernoulli. En 
1922, Paul Schafheitlin editó las Lectiones de calculo differentialium de 
Johann Bernoulli, es decir, las lecciones que dio a L'Hopital entre 1691 
y 1692. Comparando los dos textos se observan demasiadas coincidencias. 
La cuestión del origen de las fuentes quedó resuelta cuando, en 1955, 
Otto Spiess publicó la correspondencia de Johann Bernoulli. En una 
carta (17 de marzo de 1694) L'Hopital propone a Johann un pacto. A 
cambio de que le comunique a él, y sólo a él, sus descubrimientos, el 
marqués ofrece a Bernoulli una renta anual de trescientas libras. N o se 
ha hallado la respuesta a esta carta, pero en otra fechada el 22 de julio 
del mismo año se deduce que Bernoulli ha aceptado. En esa misma carta 
Johann expone la «regla de L'Hopital». L'Hopital presentará dicha regla 
en la sección IX del Analyse con formulación y ejemplos muy similares 
(L'Hopital, 1696, p. 145). 
La cuestión que en 1963 planteó J. L. Coolidge (Coolidge, 1963, p. 161) fue 
si se podía hablar de aportaciones originales por parte de L'Hopital. N o 
teniendo constancia de que existiera ningún estudio monográfico dedicado 
a la comparación minuciosa y exhaustiva del Analyse de L'Hopital y de 
las Lectiones de Johann Bernoulli, el Dr. Josep Pla de la Universidad 
de Barcelona me propuso analizar y comparar el contenido y la forma 
de ambos textos para, finalmente, intentar responder a la cuestión plan-
teada por Coolidge. 
El Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des tignes courbes 
consta de diez secciones, de las cuales sólo las cuatro primeras se corres-
ponden con las Lectiones de Bernoulli. La sección I da las definiciones, los 
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axiomas y las reglas básicas de la diferenciación. La sección II aplica 
estas reglas para calcular la tangente a una curva en un punto. La sec-
ción III trata los máximos y mínimos. La sección IV trata los puntos de 
inflexión y las cúspides (o puntos de retroceso). En la sección V se ana-
lizan las evolutas y evolventes y se define el «radio de curvatura de una 
evoluta». Es la sección más larga. Las secciones VI y VII tratan las cáus-
ticas por reflexión y refracción.3 La sección VIII estudia el tema de las 
envolventes a una familia de rectas. Es aquí donde introduce el método 
de Leibniz de diferenciación respecto de un parámetro. La sección IX 
está dedicada a la resolución de diversos problemas, usando los méto-
dos precedentes. De hecho, trata lo que actualmente se conoce como inde-
terminaciones. Contiene la «regla de L'Hopital». Finalmente, en la sección 
X se compara la elegancia del nuevo cálculo con los métodos no tan ági-
les de Descartes y Hudde para hallar extremos. 
A continuación expongo la comparación de las cuatro primeras secciones 
del Analyse del Marqués de L'Hopital con las Lectiones de Johann 
Bernoulli. En general, la notación original ha sido transcrita en su forma 
actual para facilitar la lectura. Para designar el arco, el triángulo y el 
ángulo se han utilizado los símbolos arc( ), d, L, respectivamente, mien-
tras que Bemoulli y L'Hopitallos indican con texto, sin ninguna notación 
especial. A la hora de trabajar con diferenciales de segundo orden, se 
ha mantenido la notación utilizada por ambos autores, ddy. 
2. Sección 1: base del cálculo de diferencias 
En la primera sección de ambos textos ya se advierten diferencias en 
cuanto a la intención didáctica de los autores. En el texto de L'Hopital apa-
recen más definiciones y axiomas fundamentales que en el de Johann. La 
sección I (Analyse, p. 1) se abre con la siguientes definiciones (que no 
aparecen en el texto de Johann Bernoulli): 
Definición 1: Se llaman cantidades variables aquéllas que aumentan 
o disminuyen continuamente; y al contrario cantidades constantes 
aquéllas que permanecen siempre iguales mientras que las otras 
cambian. Así en una parábola las abscisas y las ordenadas son can-
tidades variables, mientras que el parámetro es una cantidad cons-
tante. (L'Hopital, 1696, p. 2). 
3 No son tópicos tradicionales en el cálculo moderno, aunque sí lo eran a finales del XVII. 
Precisamente fueron L'Hopital y Bernoulli, junto con Tschirnhaus, los encargados de desa-
rrollar la teoría de las cáusticas. 
84 Cronos, 4 (1-2) 81-113 
Análisis de la discusión L'Hópital-Bernoulli 
Definición 11: La porción infinitamente pequeña en que una canti-
dad variable aumenta o disminuye continuamente, se llama la dife-
rencia (. .. ) (L'Hopital, 1696, p. 3). 
A continuación, UHopital enuncia los dos postulados siguientes, de los 
cuales afirma que no necesitan demostración: 
1. Se pueden considerar iguales dos cantidades que difieren en una 
cantidad infinitamente pequeña. Dicho de otra manera, si una can-
tidad la aumentamos o la disminuimos en una cantidad infinita-
mente menor que ella, queda igual. Así, podremos tomar AP igual a 
Ap, PM igual a pm, el espacio Apm igual al espacio APM, el espacio 
MPpm igual al rectángulo MPpR, el sector AMm igual al triángulo 
MMS, etc. 
Figura 1 
2. Una curva puede ser considerada como un polígono de infinitos 
lados. Los ángulos entre estos lados dan la curvatura de la curva. 
Por tanto, la porción de curva Mm infinitamente pequeña se puede 
considerar por esta razón como un segmento rectilíneo y, así, el trián-
gulo IYrtSM pasa a ser rectilíneo. (L'Hopital, 1696, pp. 2-3). 
En la introducción de las Lectiones de Johann Bernoulli encontramos 
los tres postulados siguientes, de los cuales sólo los dos primeros aparecen 
en el Analyse de UHopital: 
1. Una cantidad que es disminuida o aumentada en una cantidad 
infinitamente pequeña, no es ni disminuida ni aumentada. 
2. Cada línea curva está compuesta de infinitas líneas rectas, infini-
tamente pequeñas. 
3. Una figura que está contenida entre dos ordenadas, la diferencia de 
las abscisas y la parte infinitamente pequeña de una curva cual-
quiera, es considerada como un paralelogramo. (Bemoulli, 1691-1692, 
p.3). 
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Los dos, antes de atacar el problema de la tangente, dan las reglas bási-
cas de diferenciación (suma, substracción, multiplicación, división, poten-
ciación, radicación). En el caso concreto de las potencias, L'Hopital enun-
cia la regla para potencias perfectas (enteras) e imperfectas (no ente-
ras). En cambio, Bernoulli primero explica el caso de potencias naturales, 
después el de las enteras y, finalmente, el de las raíces, sin llegar a la 
generalización de su alumno. 
Sorprende el hecho de que en el Analyse no aparezca la diferenciación del 
logaritmo, a pesar de que el problema V, en la página 11 de las Lectiones 
de Bernoulli, está dedicado al cálculo de su tangente. Y sorprende más 
todavía puesto que L'Hopital, en el prefacio del Analyse, dice que con el 
método de Leibniz se puede tratar cualquier tipo de curva. Las curvas 
transcendentes ya habían empezado a aparecer en los trabajos de Leibniz 
y de Jakob y Johann Bernoulli. Incluso L'Hopital sugirió a Bernoulli 
que confeccionara un apéndice sobre la diferenciación del logaritmo, que 
no se llevó a término.4 También se echa en falta el uso de funciones tri-
gonométricas, que le habrían ahorrado muchos cálculos. 
3. Sección H: uso del cálculo de diferencias para hallar la tangen-
te de la curva 
La diferencia que considero más notable entre ambos autores es la elec-
ción de las coordenadas. En general, Bernoulli busca coordenadas x, y 
ortogonales para poder aplicar directamente la fórmula 
: = ;- (Lectiones, p. 8), 
donde s es la subtangente (aunque no siempre es así, como en el caso 
de la espiral, donde utiliza coordenadas polares). Su método es siempre 
el mismo y no depende de la naturaleza de la curva. Cuando trata con cur-
vas algebraicas, al tomar coordenadas ortogonales la ecuación es más 
clara y sencilla. En cambio, en el caso de curvas transcendentes, la expre-
sión es bastante más oscura y el problema se complica. 
Por su parte L'Hopital busca otros tipos de relaciones, según las pro-
piedades de la curva estudiada.5 El hecho de ajustarse a la naturaleza 
geométrica de la curva le permite una mejor elección de las coordena-
4 Véase BOYER (1946). 
5 Newton y Pascal también escogían sus coordenadas dependiendo de la naturaleza de la 
curva (NEWTON, 1671, problema IV, pp. 49-62 de la traducción francesa; COOLIDGE, 
1963, p. 154). 
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das. De esta fonna la ecuación de las curvas transcendentes se vuelve más 
clara y sencilla que la de las algebraicas.6 
L'Hopital y Bemoulli también difieren en el enfoque de los problemas. A 
diferencia de su maestro, UHopital da una serie de proposiciones gene-
rales que aplica posteriormente a algunos casos particulares. 
Cuando es posible, L'Hopital presenta diversas maneras de resolver el 
mismo problema; normalmente una de ellas coincide con la resolución de 
Bernoulli. 
A continuación analizaré el problema de la tangente a la cicloide y a la 
cisoide según Bernoulli y según UHopital, por ser los casos donde se 
observan más diferencias entre ambos autores. 
TANGENTE A LA CICLOIDE 
SEGÚN BERNOULLI 
Bernoulli estudia esta cuestión en el 
problema VI (Lectiones, p. 12). 
Sea EM paralelo a AC. 
x=BF, 
y=EF=BM, 
(=EH=arc(HB). 
Figura 2 
Aplicando la propiedad de la cicloi-
de, resulta: 
x=EH+HM=I+Jíay-y2, 
dx = di + 2ady - 2ydy . 
2J2ay- y2 
SEGÚN L'HÓPITAL 
Proposición 11: (Analyse, p. 16) 
Si cogemos la abscisa como el arc(AP) 
sobre una curva 7 de la cual sabemos 
trazar la tangente PT, hemos de bus-
car la tangente MT de la curva AM. 
cL---------------~~ 
FiguraS 
Sea MP la ordenada y MT la tan-
gente buscada. 
Tomemos mp infinitamente próximo 
a MP y MR paralelo a PT. 
x=arc(AP), dx=arc(Pp )=MR, 
y=PM, dy=Rm. 
6 Ni L 'Hopital ni Bernoulli definen «curva algebraica» y «curva transcendente», ni aplican 
esta clasificación a las curvas tratadas. 
7 Esto también lo hace Pascal, el cual, a las perpendiculares trazadas desde la curva, las llama 
«seno a la base» (COOLIDGE, 1963, p. 96). 
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Como df es HN:t MfK1f es un trián-
gulo rectángulo ~l postulado 2 dice 
que una curva se puede considerar 
como un polígono de infinitos lados): 
dx = 2ady- ydy. 
~2ay- y2 
Utilizando la relación: 
dy =l. 
dx s 
llega a ver que: 
ady 
~' 1J2ay- y 
2a- 2 ~ 
s- ty y -'\}¿.ay- y =HAl 
J2ay- y2 
Así pues, la sub tangente es un seg-
mento de longitud igual a la de HM. 
Si llevamos esta distancia sobre FB, 
obtenemos FG. Finalmente, unien-
do E con G ya obtendremos la tan-
gente a la cicloide por el punto E. 
Bernoulli acaba el problema afir-
mando que la cuerda BH es paralela 
a la tangente por el punto E. 
Los triángulos l1mRM y IlMPT son 
semejantes. Por tanto: 
dy _ MP 
dx - PT' 
PT= ydx. 
dy 
A continuación aplicará este resulta-
do al caso particular de la cicloide.s 
Ejemplo Il: (Analyse, p. 17). 
Dada la curva tal que x e y cumplen 
la siguiente relación: 
diferenciamos y aplicamos la propo-
x= ay 
b 
sición general: 
En el caso particular en que APB sea 
dx = ady 
b ' 
PT= ay =x. 
b 
un semicírculo y MP perpendicular 
a AB, AMC será una semicicloide. 
Corolario: (Analyse, p. 17). 
L'Hopital demuestra que la cuerda 
AP es paralela a la tangente por el 
punto M de la cicloide. 
Con las coordenadas utilizadas por Bernoulli, la ecuación de la cicloide 
no queda tan clara y sencilla como con las coordenadas utilizadas por 
L'Hopital. En este caso, las coordenadas consideradas por L'Hopital se 
acercan más a las de Roberval;9 representan el movimiento sobre el cír-
culo generador y el de la translación horizontal, respectivamente. De 
esta manera, la ecuación de la curva es mucho más sencilla. Así, L'Hopital 
sólo necesita un par de triángulos semejantes, mientras que Bemoulli ha 
de hacer más operaciones. Fermat, al estudiar el problema de la tan-
8 Aquí, la figura del caso particular sirve para ilustrar el caso general. 
9 Véase el ANEXO. 
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gente a la cicloide, también utiliza el segmento EM, como Bemoulli.10 De 
hecho, el método de Fermat se corresponde con el corolario de Bemoulli 
y de L 'Hopital: la cuerda es paralela a la tangente. L 'Hopital comienza el 
problema demostrando una proposición de carácter general. Sin embar-
go, además de la cicloide, L 'Hopital sólo aplica esta proposición general 
al cálculo de la tangente a la curva l x~ en un punto dado. 
x a 
TANGENTE A LA CISOIDE 
SEGÚN BERNOULLI 
En el problema VIII (Lectrones, p. 13) 
Bernoulli define la curva como lo 
habían hecho los griegos: el arco BD 
ha de ser igual al arco BE. 
AF'=FC=a, 
AG==:x, 
GH=y, 
FG=a-x=FK. 
Figura 4 
Sea H un punto de la cisoide. 
Por definición de la curva: 
GD=KE = J2ax- i 
Entonces: 
AK AG 
KE GH 
la Véase el ANEXO. 
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Proposición VIII: CAnalyse, p. 23). 
Dados la curvaAN de diámetroAP, 
un punto exterior fijo F, otra curva 
CMD y la recta FMPN, y dada la 
ecuación que relaciona FN, FP Y FM, 
hay que hallar la tangente MT. 
Figura 5 
Por el punto F se traza la perpendi-
cular HK a FN. Tomando centro F y 
radios FN, FP Y FM se obtienen los 
pequeños arcos arc(NQ), arc(PO) y 
arc(MR), respectivamente. El ángu-
lo entre FN y Fn es infinitamente 
pequeño. 
s=FK, t=FH, 
x=FP, dx=pO, 
y=FM, dy=Rm, 
z=FN, -dz=nQ. 
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Es decir: 
2a-x x 
=-~2ax-x2 y 
Simplificando: 
2a-x i 
--=---r 
x y 
Operando llega a: 
i=2ay2-X/ 
Diferenciando ambos lados: 
3x 2dx= 4aydy-2xydy- y 2dx, 
3X 2 + y2 dy _ Y 
4ay-2xy dx s 
y ahora ya puede hallar la subtan-
gente 
2ax-i 
s=GL= ... =--
3 a-x 
90 
Considera los siguientes triángulos 
semejantes: 
. M'FK y 6.pOP, 
. 6.FMR, 6.FPO y 6.FNQ, 
. MIFN y 6.NQn, 
. 6.mRM y 6.MFT. 
Entonces: 
x dx sdx 
-=-::!>OP=-, 
s OP x 
:..= OP ::!> MR = sydx, 
y MR x2 
x OP szdx 
-=-::!>NQ=-, 
z NQ X2 
t NQ sz 2dx 
-=-::!>Qn=--, 
z Qn tx 2 
dy = L::!> FT = sy
2
dx . 
RM FT x2dy 
Diferenciando la ecuación se podrá 
poner dy en función de dx y de dz. Y 
usando la relación: 
dx desaparecerá de FT (expresión 
afectada de signo negativo, ya que si 
x crece z disminuye). 
Se obtiene el mismo resultado si AP 
es una curva. 
Ejemplo: (Analyse, p. 24). 
J;.4------+-~-------=::..J\ 
Figura 6 
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le forma: Sea AN el círculo de cen-
tro G que pasa por F, y FB perpen-
dicular al diámetro AP. Y sea PM 
siempre igual a PN. La curva resul-
tante es una cisoide. La ecuación que 
relaciona FN, FM Y FP es: 
z+y=2x. 
Diferenciando: 
dy=2dx-dz= 2t/dx+ sidx 
IX} 
Por tanto: 
2e forma: Igual que Bemoulli. 
Bernoulli, con coordenadas ortogonales (aprovechando la naturaleza de 
la curva) y con un par de triángulos semejantes, resuelve el problema. En 
cambio, L 'Hopital necesita cuatro pares de triángulos semejantes. En el 
paso final, la subtangente queda en función de x, y, z, s, t, mientras que 
en el problema de Bernoulli queda sólo en función de x. En el caso de 
Bernoulli el manejo de la curva es más cómodo, pues su ecuación sólo 
es función de x e y. L 'Hopital vuelve a demostrar primero una proposición 
general, que después aplica únicamente al caso particular de la cisoide. 
4. Sección 111: estudio de máximos y mínimos 
Bernoulli empieza el estudio de máximos y mínimos con el problema XII 
(Lectiones, p.16). Un máximo (mínimo) es un punto donde la curva es 
cóncava (convexa) respecto el eje. En este punto (máximo o mínimo) la tan-
gente es paralela al eje. Dicho de otra forma, y es infinitamente pequeña 
respecto a s. Por tanto, utilizando la fórmula: 
podemos considerar dy=O. 
dy =l. 
dx s 
La sección III del Analyse (Analyse, p. 41) está dedicada al problema de 
buscar la mayor o menor ordenada, es decir, al problema de hallar los 
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máximos y mínimos. El estudio de L'Hopital se basa en el que había rea-
lizado Leibniz,l1 pero de manera más general. Considerando que la abs-
cisa crece continuamente, si la ordenada también crece hasta un cierto 
punto donde empieza a decrecer (o viceversa), la diferencia de la ordenada 
pasará de positiva a negativa (o al revés). Por tanto, tendrá que ser cero 
o infinita en algún momento. Igualando la diferencia primera a cero (en 
el caso en que ésta disminuya) y después a infinito (en el caso en que 
aumente) hallaremos la mayor o menor ordenada. Cuando la diferencia 
es cero la tangente en el máximo (o mínimo) es paralela al eje de las 
abscisas. Es a decir, la subtangente es infinita. En cambio, si la dife-
rencia es infinita, la tangente se confunde con la ordenada correspon-
diente a este máximo (o mínimo). 
Después de las definiciones, ambos autores dan una serie de ejemplos 
donde ya presuponen si lo que se busca es un máximo o un mínimo, sin 
dar ninguna indicación sobre cómo averiguar si es de un tipo o de otro. 
Generalmente, la naturaleza de los extremos es clara a partir de les con-
diciones del problema. Muchos de los ejemplos son idénticos. Las figuras 
también, aunque la calidad gráfica de las de L'Hopital es superior a las 
de Bernoulli. El estudio de L'Hopital es más completo que el de Bernoulli 
(por ejemplo, Bernoulli no estudia el caso de la diferencia infinita).12 
Ahora analizaré cómo tratan ambos autores el problema de la refrac-
ción (el camino más rápido que sigue la luz para pasar de un medio a 
otro de diferente densidad). 
¿QUÉ CAMINO HA DE SEGUIR UN VIAJERO PARA RECORRER 
UN ESPACIO EN EL MENOR TIEMPO POSIBLE? 
SEGÚN BERNOULLI 
Problema XVI: (Lectiones, p. 17). 
Un viajero tiene que ir de A a E 
empleando el mínimo tiempo posi-
ble. Primero tiene que atravesar el 
campo AFDB y después el DBGE. En 
el primer campo recorre un espacio 
b en un tiempo a. Y en el segundo, 
II Véase LEIBNIZ (1684). 
SEGÚN L'HÓPITAL 
Ejemplo XI: CAnalyse, p. 49) 
Un viajero sale de C para ir a F. 
Tiene que atravesar dos campos 
separados por la recta AEB. En el 
campo del lado de C, recorre un espa-
cio a en un tiempo c. En el campo del 
lado de F, recorre un espacio b en un 
12 A pesar de esto, en una carta del 22 de abril de 1694, Bernoulli le dice a L'Hopital que no 
siempre se cumple dy=O cuando hay un extremo. Está pensando en las curvas «bicórneas», 
aquéllas con punto de retroceso. Las tangentes en estos puntos no son paralelas sino per-
pendiculares al eje de las x, es decir, dy=oo. 
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un espacio e en un tiempo a. ¿Qué 
vía tendrá que seguir para ir de A a 
E en el menor tiempo posible? 
Figura 7 
AB=m,ED=n, 
BC=x,BD=e, 
DC=e-x, 
AC=~m2 +X2, 
CE=~e2 - 2ex+ x2+ n2• 
Sin indicar que utiliza la velocidad 
en el campo ABC, obtiene: 
~=R+7 
a tiempo 
así, el tiempo para ir de A a C será: 
a¡;;;r+7 
b 
Análogamente, usando la velocidad 
en el campo CDE: 
~= ~i-2ex+ i+n2 
a tiempo 
con lo cual el tiempo para ir de C a E 
será: 
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tiempo c. ¿Cuál ha de ser el punto E 
de AEB para poder ir de C a F en el 
mínimo tiempo posible? 
G 
FiguraS 
CE=u, 
EF=z. 
Igual que Bernoulli: 
a e 
u tiempo 
F 
Entonces el tiempo de C a E será: 
Análogamente: 
cu 
a 
b e 
z tiempo 
Por tanto, el tiempo de E a F será: 
cz 
b 
Entonces, hay que minimizar el tiem-
po total: 
cu cz 
-+-
a b 
Ahora utiliza el siguiente resultado: 
Ejemplo IX: (Analyse, p. 47). 
Sea AEB una curva plana con dos 
puntos fijos, C y F. Desde un punto P 
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El tiempo total, que es lo que quere-
mos minimizar, es: 
aJm2+i +aJi-2ex+x2 +n2 
---.;;...----.(1) 
b C 
Diferenciando esta expresión e igua-
lándola a cero, el problema se redu-
ce a resolver la siguiente ecuación: 
(b2 - e2) /+(2c2e- 2b2e)i+ 
+(b2m 2 +b2e 2_c2e 2 _e 2n2)x 2 _ 
_2b2em2x+b2e2m2 =0. (2) 
94 
cualquiera de esta curva trazamos 
las rectas CP (u) y PF (z). Consi-
deremos una cantidad compuesta por 
u, z, y por otras rectas a, b, C, ••• Se 
pide cuál es la posición de las rectas 
CE y EF de manera que la cantidad 
sea máxima o mínima. 
e 
G 
Figura 9 
Sean CE Y EF las rectas con la posi-
ción deseada. Unimos e con F. 
Construimos una nueva curva DM 
tal que, si trazamos la recta PQM 
perpendicular a CF, la ordenada QM 
sea igual a la cantidad dada. Cuando 
P pasa a ser E, QM es OD, que será 
máxima o mínima. Por tanto, ten-
dremos que diferenciar e igualar a 
cero o a infinito. Trazamos EG per-
pendicular a AEB y desde un punto 
G cualquiera GL, Gl perpendicula-
res a CE y a EF respectivamente. 
Sea e un punto infinitamente próxi-
mo a E y desde este punto dibujamos 
las rectas CKe y FeH. Tomando estas 
rectas como radios y los puntos C, F 
como centros dibujamos los pequeños 
arcos EK y EH. Se puede comprobar 
que los pares de triángulos rectán-
gulos siguientes son semejantes: 
.MLG Y Mke, 
.MIG y Mhe. 
Entonces: 
GL Ke du sin(a GEC) 
-= -=--=----GI He -dz sin(~GEF) 
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(dz es negativo respecto du porque 
cuando u crece z decrece). 
Tomando EG perpendicular a AB y 
aplicando el resultado anterior: 
sin(~GEC) 
sin(~GEF) 
Sea CGH la circunferencia de centro 
E y radio EC. Primero trazamos AC, 
HD y BF perpendiculares a AB; y 
después, GL y GI perpendiculares a 
CE y a EF respectivamente. 
Usando (1) y los siguientes pares de 
triángulos semejantes: 
. ~GEL Y llECA, 
. ~GEI Y IlEHD, 
se obtiene GL=AE y GI=ED. 
Tomando x=AE: 
Sea: 
ED=bx 
a 
AB=f, AC=g, BF=h. 
Como IlEBF y IlEDH son semejan-
tes: 
EH =!-x= ED =>DH=~ 
HF h DH af-ax 
IlEDH Y IlEAC son triángulos rec-
tángulos, las hipotenusas de los cua-
les, EH y EC, son iguales: 
Es decir: 
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Esto se reduce a estudiar la siguien-
te ecuación: 
(a 2 - b2)X4 +(2b2 f - 2a2 f)i + 
+ (a 2 f2 + a2 g2 _b2 f2 _b2 h2)X2 _ 
-2a2fg2x+ al f2g2 =0, (11) 
la solución de la cual nos indica el 
punto E buscado. 
L'Hopital después también resuelve 
este problema tal como lo había 
hecho Bernoulli, variando la nota-
ción. 
Bemoulli diferencia e iguala a cero. Por su parte, L'Hopital aplica el 
ejemplo IX CAnalyse, p. 47), obteniendo la ecuación (11) que coincide con 
la ecuación (2) de Bemoulli. Después expone otra forma de resolver el pro-
blema, que coincide con la de su maestro. 
En el artículo de Acta Eruditorum de 1684, Leibniz había analizado este 
problema considerando dos medios de diferente densidad, separados por 
una recta, mientras que Bernoulli consideraba diferentes velocidades 
según el medio. Leibniz llegaba a la misma expresión (1) de Bemoulli 
(salvo notación), que diferenciaba e igualaba a cero, sin dar la ecuación 
(2). Leibniz aplicaba todo esto a la Óptica. Si consideramos el caso de la 
refracción, la distancia de A a e es la misma que la de e a E. Entonces, 
la densidad del segundo medio es a la del primero como BC es a CE, es 
decir, como el seno del ángulo de incidencia es al seno del ángulo de 
refracción. 
L'Hopital resuelve el problema trazando una circunferencia de centro 
E, que pase por e (igual que Fermat y Descartes).13 El camino total, 
CEF, lo descompone en CEH (H sobre la circunferencia) y en HF. 
Entonces aplica la ley de la refracción al camino seguido hasta H. De 
hecho, el resultado del ejemplo IX CAnalyse, p. 47) es conocido como la ley 
de Snell, que Descartes demostró en La Dioptrique. 
13 Véase ADAM-TANNERY, (Euvres de Descartes, VI: La Dioptrique, discours II, pp. 93-
105; TANNERY-HENRY, (Euvres de Fermat, III: Maxima et minima, pp. 149-156. 
96 Cronos, 4 (1-2) 81-113 
Análisis de la discusión L'Hopital-Bernoulli 
5. Sección IV: estudio de puntos de inflexión 
Con el problema XXI (Leetiones, p. 23) Bemoulli empieza el estudio de los 
puntos de inflexión. Define punto de inflexión como «aquél que separa las 
dos curvaturas, cuando la curva pasa de cóncava a convexa, o viceversa» 
(Bernoulli, 1691-92, p. 23). Este punto está al final de la primera cur-
vatura y al principio de la última. Veamos los tres métodos de Bemoulli 
para hallar puntos de inflexión. 
PRIMUS MODUS 
Las tangentes crecen hasta el punto de inflexión y cuando cambia la 
curvatura empiezan a decrecer. Bernoulli dice que la tangente en el 
punto de inflexión es «remotísima» (Bemoulli, 1691-92, p. 24), de donde 
deduce que la diferencia entre la subtangente (t)14 y la abscisa (x) ha de 
ser máxima. Es decir: 
METHODUS SECUNDUS 
x-I=m, 
dx -dI =0, 
dx= dI. 
Considerando dx constante, en el punto de inflexión la curva no es ni 
convexa ni cóncava. Aquí será una porción de recta infinitamente peque-
ña, de donde se deduce que dy será constante. Lo cual implica que d(dy) 
(es decir, ddy) es cero. Bernoulli observa que esto funciona tanto para 
curvas mecánicas como para geométricas. 
MODUS TERTIUS 
Supongamos la curva formada por infinitas rectas infinitamente peque-
ñas ab, be, ed ... La tangente en el punto d es de en m. 
L _--";;111""" 
Figura 10 
14 Notemos que, en este capítulo, Bemoulli utilizará una t para indicar la subtangente y no 
s, como había hecho hasta ahora. Leibniz también usará esta notación en su artículo "Nova 
methodus pro maximis & minimis, ... ». 
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Si la curva exterior es convexa, la tangente de es exterior y el ángulo 
Lldm es infinitamente pequeño.15 Si la curva exterior es cóncava, la tan-
gente será interior. Las tangentes en puntos infinitamente próximos al 
punto de inflexión no son ni exteriores ni interiores. Se pueden igualar, 
obteniendo así el punto buscado. Por tanto, en el punto de inflexión la tan-
gente coincide con la tangente en un punto infinitamente próximo. 
Sea la curvaABC con punto de inflexión en B. Desde el punto F trazamos 
las rectas FB y Fb, donde el ángulo LbFB es infinitamente pequeño. 
Trazamos FD y Fd perpendiculares a FB y a Fb respectivamente. La 
tangente BdD en B es la misma que la tangente en b. Sean arc(Be) y 
arc(gd) arcos de centro F. 
Figura 11 
FD=Fd=t, 
FB=Fb=z, 
arc(Be )=dy. 
gD=dt, 
be=dz, 
Los sectores Fgd y BeF son semejantes ya que el ángulo LBFe es igual 
al ángulo LgFd. Así: 
FB = Be =>gd = tdy 
Fd gd z 
I1beB y ~dD también son semejantes (ya que D, d, B, b se encuentran 
sobre la misma tangente). Por consiguiente: 
be _ gd 
Be - gD' 
tdy 
dz =....L.. 
dy dt 
15 Para Fermat, el punto de inflexión es aquél tal que la tangente con el eje de abscisas 
forma un ángulo mínimo. 
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Utilizando la fórmula de la subtangente ~==­
dy t 
tdi =dzdt= di 
z dz' 
dy 3 = dz 2dt. 
BdD es la tangente en B, que también lo es en b. 
L'Hopital empieza definiendo las diferenciales de orden superior (cosa que 
no hace Bernoulli). 
Definición 1: la porción infinitamente pequeña en que crece o 
decrece la diferencia de una variable es la diferencia de la dife-
rencia (o diferencia segunda). Análogamente se puede definir la 
diferencia tercera, etc. (L'Hopital, 1696, p. 55). 
Esta definición coincide con la que ya había dado Leibniz (aunque de 
forma no demasiado clara) en su artículo de Acta eruditorum «Nova met-
hodus pro maximis & minimis, ... » de 1684.16 La diferencia segunda es infi-
nitamente pequeña respecto a dy. L'Hopital especifica que dd, ddd, ... 
sirve para indicar el orden de la diferencia y que dx2, dx3, rJ,dx2 , ... indica 
la potencia de la diferencia. Calcula las diferencias segundas tanto en el 
caso de ordenadas paralelas como en el caso de ordenadas desde un 
punto. En los corolarios 1 y II (Analyse, pp. 56-57) L'Hopital observa que, 
para calcular la diferencia segunda, una de las diferencias dx, dy o du ha 
de ser constante. En la Proposición 1 (Analyse, p. 58) estudia un ejemplo, 
primero considerando dx constante y después dy constante. 
A continuación, L'Hopital define punto de inflexión: 
Definición 11: Cuando una curva AFK es cóncava y convexa res-
pecto a una recta AB o un punto fijo B, el punto F que separa la 
parte cóncava de la convexa y que está al final de una y al prin-
cipio de la otra se llama de inflexión, si la curva a partir de este 
punto sigue su camino del mismo lado, y de retroceso, si retro-
cede hacia el origen. (L'Hopital, 1696, p. 59) 
En la proposición II (Analyse, p. 60) L'Hopital plantea el problema de, 
dada una curva, hallar sus puntos de inflexión y de retroceso. 
16 Esta falta de claridad en las definiciones de las diferencias de orden superior no dio pre-
cisamente coherencia al simbolismo de las diferencias. Por ejemplo, Johann Bemoulli, en una 
carta a Leibniz el 1695, escribe: 
v;¡;; ;;:dZy 
d
3
y =d3yd- zx=d1y J2x 
d 2 x 
La crítica de Nieuwentijdt (1695-96) se basó en esta cuestión. 
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L 
.... 
.... 
1 L 
Figura 12 
1) Punto de inflexión: Si AP crece continuamente, en este caso AT va 
creciendo hasta el punto de inflexión, a partir del cual empieza a decre-
cer. y AT será máximo (AL) cuando P caiga sobre E. 
2) Punto de retroceso: Si AT crece continuamente, entonces AP también 
crece hasta que T pasa a ser L, donde empieza a decrecer. AP será un 
máximo (AE) cuando T caiga sobre L. 
En general, si y, se trata de maximizar AL = ydx - x 
dy 
(que es la expresión que utiliza Bemoulli en su primer método). Diferencia 
dicha expresión: 
dy2 dx-ydxddy d 
2 X. 
dy 
Dividiendo por dx (constante) e igualando a cero o a infinito obtiene: 
dy2 -yddy -1 = -yddy = O o 00, 
dy2 di 
de donde L'Hopital deduce que en los puntos de inflexión y de retroceso 
se verifica ddy=O o ddy=oo. Esta proposición no es recíproca. En una 
carta a Johann Bernoulli (el 7 de abril de 1694) L'Hopital afirma que 
hay curvas que no cambian su curvatura y que, sin embargo, verifican 
ddy=O. La definición de L'Hopital de punto de inflexión coincide con la que 
da Bemoulli. Pero éste no considera el caso de los puntos de retroceso en 
sus Lectiones, aunque sí que lo hace en la carta que envía a L'Hopital 
el 22 de abril de 1694. 
L'Hopital da un segundo método (Analyse, p. 61) que coincide con el 
segundo de Bemoulli. Considerando dx constante, si y aumenta enton-
ces ddy pasa de positiva a negativa al cambiar la curvatura (es decir, 
en el punto de inflexión o de retroceso). Por tanto, ddy ha de ser igual a 
cero o a infinito. 
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Por último, presenta un corolario (Analyse, p. 63) que describe el tercer 
método de Bernoulli (ver Figura 12): 
Cuando ddy=O: Si tomamos dos tangentes infinitamente próximas FL, 
{L, han de coincidir en el punto de inflexión o de retroceso, F. 
Cuando ddy=oo : Podemos trazar por F (punto de inflexión o de retro-
ceso) dos tangentes FL, FI con ángulo entre ellas infinitamente peque-
ño. 
L'Hopital también estudia el caso en que las ordenadas parten de un 
mismo punto (Analyse, p. 61), caso que no aparece en las Lectiones.17 
B B 
.~ ...... /""·'·T/R 
t-·~l<::~·~ ......... _..... I 
n 
Figura 13 
Sea AFK una curva cuyas ordenadas desde B son BM, BF, .... Sea MT 
la tangente correspondiente a la ordenada BM, y sea BT perpendicular 
a BM. Tomamos m infinitamente próximo a M con ordenada Bm y tan-
gente mt, siendo Bt perpendicular a Bm. La intersección entre Bt y MT 
es el punto O. Suponiendo que la ordenada aumenta (cuando BM pasa a 
ser Bm), entonces Bt es mayor que BO en la parte cóncava y menor que 
17 En la carta que Bemoulli envía a L'Hopital el 12 de enero de 1695 le muestra cómo hallar 
las diferencias segundas ~n el caso de ordenadas desde un punto, procedimiento idéntico al 
que aparece en el corolario de la página 57 del Analyse. La idea de ordenadas desde un 
punto parece haber sido sugerida por L 'H6pital en la carta anterior. 
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BO en la parte convexa. Así, en el punto de inflexión (o de retroceso) F, 
Ot pasa de positiva a negativa. Es decir, Ot será cero en el punto F. 
Trazamos desde B los arcos arc(MR), arc(TH). De manera que se for-
man los triángulos semejantes l1mRM, b.MBTy IlTHO, y los sectores 
semejantes BMR y BTH. Sea BM=y, mR=dy, MR=dx. De las semejanzas 
de triángulos y sectores obtenemos la siguiente cadena de proporciones: 
mR BM MR TH 
RM = BT = TH = HO' 
mR = BM => B T = ydx , 
RM BT dy 
BM MR dx 2 
--=-=>TH=-
BT TH dy , 
MR TH dx3 
-=-=>HO=-. 
TH HO dy2 
Supongamos dx constante. La diferencia de BT es: 
Por tanto: 
Bt-BT=Ht dxd/-ydxddy 
dy2 
OH+Ht=Ot= dx 3+ dxdy2 -ydxddy 
d/ 
Multiplicando por dy2 y dividiendo por dx resulta dx2 + dy2 ~ddy = O ó 
00, de donde salen los puntos de inflexión y de retroceso. 
UHopital presenta otra forma de resolver el problema (Analyse, p. 62). 
B u 
Figura 14 
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En la parte cóncava el ángulo LBmE es mayor que LBmn. En cambio, en 
la parte convexa pasa al revés. La diferencia entre los dos ángulos es el 
ángulo LEmn, que es la medida del arc(En), que pasará de positivo a 
negativo en el punto F. Supongamos dx constante. Los triángulos MImS 
y MInk son semejantes. Además, si Bm crece entonces Rm decrece. De 
ahí que: 
Hm Hn 
mS - ;;¡-, 
du = - ddy => nk = _ dxddy 
dx nk du 
Como los sectores BmS y mEk son semejantes: 
Bm mE 
mS = Ek' 
L= du =>Ek= dxdu 
dx Ek y , 
Ek + kn = arc(En) = dxdu2 -ydxddy . 
ydu 
Multiplicando por ydu y dividiendo por dx: 
du 2 -yddy= dx2+ dy2 -yddy 
que en el punto F pasa de positivo a negativo. La expresión anterior ha 
de ser nula o infinita. Siy tiende a infinito (que sería el caso de ordena-
das paralelas) dx2 y dy2 son nulas respecto a yddy, y ddy ha de ser cero 
o infinito. 
A continuación analizaré un ejemplo común a ambos autores. lB 
18 Otro ejemplo común es el de la espiral parabólica. Bemoulli usa su primer método, mien-
tras que L'Hopital utiliza la primera forma de hallar los puntos de inflexión en el caso de 
ordenadas desde un punto. 
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PUNTOS DE INFLEXIÓN DE LA CONCOIDE DE NICOMEDES 
SEGÚN BERNOULLI SEGÚN L'HÓPITAL 
Bernoulli resuelve este problema Ejemplo N: (Analyse, p. 65) 
según los tres métodos (Lectiones, p. 
29). 
Según el primer método: 
AE=BG=a, EF=b, 
AD=.x, BD=y, 
DE=a-x. 
Figura 16 
DE BG 
EF GF 
GF =.!!!!.... 
a-x 
GE= ,J2abl x-bl Xl 
a-x 
Por semejanza de triángulos: 
GF BF 
GE BD 
es decir: 
~= .J2ab2 x-b2 X2 
a-x a-x 
~2 2 a2+ab-ax a..¡¿.ax-x=- y 
a-x 
104 
p 
Figura 16 
Hay que buscar el punto de inflexión 
de la concoide AFK de polo P y asín-
tota Be. La propiedad que caracte-
riza a esta curva es que toda recta 
PF (con F un punto de la concoide) 
corta la asíntota en un punto D tal 
que FD es constante. 
Sea PA perpendicular a Be, y FE 
paralela aBe. 
AB=FD=a, BP=b, 
BE=x, EF=y. 
TrazandoDL paralela aAB, resulta 
que MJLF y t,pEF son semejantes. 
Por tanto: 
DL PE 
-=-
LF EF 
EF=y= (b+x)~ 
x 
la diferencia de la cual es: 
2 r;--; 
x va-- x-
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Por tanto: 
b ¡;:;=--r ~ y= -~¿.ax- x +"'I2ax- x 
a-x 
Diferenciando: 
. 2 
d = a bdx + 
¡y 2 2../ 2 (a -2ax+x) 2ax-x 
adx-xdx 
+---........... ~ 
Jíax-i 
Como, : = 7- ,entonces: 
(ab-bx+ a2 -2ax+ x 2)(2ax- X2) 
a2 b+(a-x)3 
(aquí Bemoulli en lugar del supe-
ríndice 3 para el cubo utiliza una C 
delante del factor (a-x». 
Aplicando el cambio a-x:::z: 
t_(bZ+/)( a2-/)_ 
a2 b+ Z3 
2b 2 2 3 4 
== a z+ a Z - bz - z 
a
2 b+i 
La expresión t-x:::t-a+z es la que hay 
que maximizar. Por tanto, se dife-
rencia y se iguala a cero. Después, 
multiplicando por (a2b+z3)2 y divi-
diendo por a2bdz+a2zdz, la solución 
será raíz de la ecuación: 
Según el segundo método: 
Obtiene dy como antes y vuelve a 
diferenciar, igualando ddy a cero y 
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Si diferenciamos esta cantidad y la 
igualamos a cero, la solución del pro-
blema es una de las raíces de la ecua-
ción: 
Observamos que ha usado su segun-
do método. 
También resuelve este problema 
como un caso de ordenadas que par-
ten de un punto, utilizando la ecua-
ción: 
yddy=dx2+ dy2 ,(111) 
tomando dx constante. Consideramos 
les rectas PF como ordenadas par-
tiendo del polo P. Trazamos los arcos 
arc(FG) y arc(DH) con centro P. Sea 
Pf una ordenada que forma con PF 
un ángulo infinitamente pequeño, 
LFPf. 
AB==a, BP=b, PF=y, 
PD=z, dz=dH, dx=FG. 
Dado que los puntos de la concoide 
verifican la condición: 
y=z+a, 
entonces: 
dy=dz. 
!lDBP es un triángulo rectángulo. 
Por tanto: 
DB==Ji-b2 
Tenemos los siguientes pares de 
triángulos semejantes: 
. !lDBP Y MHD, 
. M'DH Y M'FG, 
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aplicando el cambio z=a-x. La solu-
ción será raíz de la ecuación: 
De esta forma el problema se resuel-
ve más rápidamente. 
Según el tercer método: 
Si A es el vértice, F el centro y MN la 
asíntota, ¿cuál es el punto de infle-
xiónB? 
La intersección de FB con la asínto-
ta es el punto N. 
NB=AM=a, FM=b, Be=dy, 
FB=Fb=z, be=no=dz. 
Sea NO paralela a Be. 
FN=z-a, 
IlNMF Y llNon son semejantes. Por 
tanto: 
NM no 
MF oN 
FN No 
-=-FB Be 
be bF 
Be t 
bi 
106 
de donde resulta: 
DB _ dH =>HD bdz 
BP HD Ji-b2 
_PD_= _H_D => dz=dy= _zdx----:.J:.;;;.Z_2 __ b_2 
PF FG bz+ab 
Ahora diferenciamos (tomando dx 
constante y substituyendo dz por su 
valor en función de y): 
(bz 4 +2 abi -ab 3 z) dx2 
ddy=... (bz+ab)3 
Entonces, si substituimos en la fór-
mula (III) los valores dey, dy y ddy, 
obtenemos la ecuación: 
(z4+2az3_ ab2 Z)c/x2 
(bz+ab)2 
(z4+2ab2 z+ a2 b2)dx2 
(bz+abi 
Operando resulta: 
Una de las raíces (z) de esta ecua-
ción, más a, dará PF. 
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Si z crece, entonces t decrece. Por 
tanto dt quedará afectada por un 
signo negativo. 
Utilizando el resultado visto en el 
tercer método: 
dy3=dz2dt 
resulta la ecuación: 
2 ai - 6i z2 +6 a3 z - 3 ab2 z -
-2a4 +2a2 b2=O, 
de donde se obtiene la solución bus-
cada. 
Hay que destacar las diversas maneras que ambos utilizan para resolver 
este ejemplo común. Mientras que Bernoulli estudia el problema apli-
cando sus tres métodos, UHopital, además de utilizar su segundo méto-
do, resuelve el problema como un caso de ordenadas desde un punto. 
6. Notación19 
A lo largo de los dos textos, se detectan diferencias en la notación utili-
zada. L'Hopital nota las potencias ( )2,( )3,( )4 ... ,20 mientras que Bemoulli 
a veces utiliza D, C, QQ para indicar potencia cuadrada, cúbica y cuar-
ta, respectivamente.21 Si se han de multiplicar expresiones largas, 
Bernoulli escribe «in»,22 cuando su alumno sólo nota x.23 Con un infini-
to invertido y roto24 Bernoulli indica el doble signo ± ,25 que sí que usa 
UHopital. Para las proporciones L'Hopital utilizaA.B::C.D.26 Bernoulli 
19 Véase CAJORI (1960a). 
20 Descartes en su Géométrie (1637) ya utiliza esta notación (sólo para enteros positivos), que 
es una intersección entre la de Hérigone y la de Hume. De hecho, alternaba esta notación 
con la repetición de variables. 
21 El símbolo D fue utilizado por Stampioen (1639) y los símbolos C, QQ por Schott (1661). 
22 Utilizado por Viete (1591). 
23 Aparece por primera vez en Clavis mathematicae (1631) de Oughtred. 
24 Utilizado en 1649 (y hasta 1695) por van Schooten en sus ediciones de la geometría car-
tesiana. 
25 En Clavis mathematicae (1631) Oughtred ya utilizó el símbolo conjunto. 
26 Esta notación aparece en el Clavis mathematicae de Oughtred en 1631. 
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también, pero no escribe las proporciones de forma tan clara. Por ejem-
plo, en la página 26 de las Lectiones Bernoulli escribe: 
d aabdx adx - xdx dx lY = +. ::y 
aa - 2ax + xxJ2ax - xx J2ax - xx 
a+b-x r----(= ~2ax -xx)· t 
a-x 
a+b-x _h para indicar que la expresión '1" ax - xx 
a-x 
(entre paréntesis) es igual ay, cuya diferencia primera es 
d 
aabdx adx - xdx 
lY = + -;:::=== 
aa - 2ax + xxJ'í ax - xx ,J2ax - xx 
y que utiliza la fórmula dy = L para hallar la subtangente t. 
dx t 
Tabla 1. Notación 
Actualmente Bernoulli L'Hopital 
)2 O -2 
)3 e -3 
)4 QQ -4 
x, . in x 
± R + 
7. Conclusión 
Después de la publicación de las Lectiones y de la correspondencia de 
Johann Bernoulli, se vio claramente que el Analyse se basaba en las 
Lectiones. Sin embargo los dos textos no son idénticos. Tampoco las inten-
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ciones divulgadoras de los dos autores son las mismas. Precisamente es 
la ausencia de tratados elementales sobre el cálculo diferencial la razón 
que impulsa a L'Hopital a publicar el Analyse. Los textos sobre cálculo 
publicados hasta entonces no eran adecuados para introducir al lector 
medio en la nueva materia. 
Sin olvidar que el Analyse consta de diez secciones, de las cuales sólo 
las cuatro primeras se corresponden con las Lectiones de Bernoulli, las 
diferencias más notables que he hallado entre los dos autores son (1) la 
didáctica del texto, (2) el enfoque de los problemas, (3) la elección de 
coordenadas, (4) el tratamiento de las curvas algebraicas y transcen-
dentes y (5) la notación. 
En el ámbito didáctico, el trabajo de L'Hopital está mejor estructurado que 
las lecciones de Bernoulli. El texto de L'Hopital sirve para iniciarse en el 
cálculo diferencial, mientras que el de Bernoulli más bien está dirigido 
a los ya iniciados. De hecho, el Analyse es «el primer tratado sistemáti-
co del cálculo» (Boyer,1946, p. 163), que hará que la nueva materia sea 
accesible al lector medio. 
En cuanto al enfoque de los problemas, mientras que Bernoulli aplica 
una fórmula universal, dy = l. para todos los casos, L'Hopital primero 
dx s 
analiza proposiciones generales, para después estudiar casos particula-
res de cada una de ellas, aunque a veces sólo un caso particular. Por 
ejemplo, la Proposición VIII de la sección 11 (Analyse, p. 23) la aplica 
únicamente al caso de la cisoide. 
Generalmente, Bemoulli busca coordenadas cartesianas para poder aplicar 
la fórmula dy = l. . Por su parte, L'Hopital es más intuitivo y busca 
dx s 
otros tipos de relaciones, según la naturaleza de la curva estudiada. La 
elección de las coordenadas conduce a un tratamiento distinto de las 
curvas algebraicas y de las transcendentes. La resolución de un proble-
ma resulta más clara y sencilla: 
- Por parte de Bernoulli, cuando se trata de curvas algebraicas; el enfo 
que dominante es algebraico. 
- Por parte de L'Hopital, cuando se trata de curvas transcendentes; el 
enfoque dominante es geométrico. 
Finalmente, incluso en los ejemplos comunes, se observan diferencias 
entre las notaciones utilizadas por ambos autores. 
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ANEXO 
1. Método de Roberval para hallar la tangente a la cicloide27 
Roberval considera una curva como la composición de dos movimientos 
uniformes y simultáneos. La dirección del movimiento es la tangente a 
la curva, resultante de los dos movimientos generadores. 
Sea la cicloide de circunferencia generadora de centro e y radio CP. Hay 
que hallar la tangente a la cicloide en el punto P. 
~-----2P' 
Figura 17 
Se dibuja la circunferencia generadora. Sea PR' la tangente a la circun-
ferencia y PR un segmento paralelo a la recta base. PR' verifica la con-
dición . En el caso de la cicloide simple, PR'=PR, dado que la recta base 
es igual que la circunferencia generadora. Hay que completar el para-
lelogramo PR'P'R y dibujar su diagonal PP', que será la tangente a la 
cicloide en P. 
27 Véase WALKER, 1986, pp. 129-130; BARON, 1969, pp. 175-176. 
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2. Método de Fe17lUÚ para hallar la tangente a la cicloúJe28 
En general el método de Fermat consiste en establecer la longitud de la 
subtangente, considerando las ordenadas en el punto de contacto y en un 
punto infinitamente próximo y después «adigualando». Se considera la 
cicloide HRC de vértice C y círculo generador COMF. 
Hay que buscar la tangente a la cicloide en el punto R. 
H F 
Figura 18 
Tracemos RMD perpendicular a CF y RB paralela a la cuerda Me. RB es 
la tangente a la cicloide en el punto R. 
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